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Resume 

L'objet de cet article est Tctudc dc I'aire des triangles ideaux pour 
la geometrie de Hilbert d'un domainc convexe dc R" . Les resultats que 
nous obtenons donnent d'une part une caracterisation de la geometrie 
hyperboliquc dans I'cnscmble des geometries de Hilbert, et d'autre part 
une minoration optimale, independante du convexe, de I'aire de Hilbert 
des triangles ideaux qui caracterise les domaines triangulaires du plan. 
En outre, sous certaines conditions geometriques, nous etablissons une 
majoration de cette aire dont nous montrons qu'elle doit dependre du 
convexe. 



Introduction 

Le concept de simplexe ideal joue un role important dans I'etude des var- 
ietes riemanniennes a courbure negative. Par exemple, J. Barge et E. Ghys 
obtiennent la caracterisation suivante de la geometrie hyperbolique plane 
comme consequence de leur resultat sur la cohomologie bornee (voir |BG88j . 
p. 511) : 

Theoreme 1. Soit g une metrique riemannienne de courbure negative 
ou nulle sur une surface S compacte, connexe et orientable. 
Si les triangles ideaux du revetement universel de S ont tous la meme aire, 
alors {S, g) est de courbure constante. 

Signalons que pour une surface riemannienne complete et simplement con- 
nexe a courbure negative ou nulle dont tous les triangles ideaux ont une aire 
finie, on ne salt toujours pas s'il existe un analogue de ce resultat. 

Dans la premiere partie du present travail, nous obtenons une caracterisation 
de la geometrie hyperbolique parmi les geometries de Hilbert en terme d'aire 
des triangles ideaux (voir le theoreme |21 ci-dessous) . Cette caracterisation 
pent etre consideree comme une generalisation du theoreme precedent dans 
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un cadre quelque peu different. Puis nous etudions les problemes de mino- 
ration et majoration de I'aire des triangles ideaux. 




Fig. 1 - Distance de Hilbert 

Avant d'enoncer precisement nos resultats, rappelons qu'une geometrie 
de Hilbert {C,dc) est la donnee d'un ouvert non vide, convexe et borne C 
de — que nous appelerons domaine convexe — muni de la distance de 
Hilbert dc definie de la maniere suivante : pour tons points distincts p et q 
dans C, la droite passant par p et q rencontre le bord dC de C en deux points 
a et 6 tels que p soit entre a et g et g soit entre p et 6 (figure . On definit 
alors ^ 

oil [a,p,q,b] est le birapport de {a,p,q,b), c'est-a-dire 

r ,1 Ik - a|l Hp -^11 

[a,p,q,b\ = ^ X — > 1, 

Hp -all \\q-b\\ 

en designant par || • || la norme euclidienne canonique sur M". On pose 
egalement dc{p,p) = (voir |Hil71j . appendice I). 

Remarquons tout de suite que si C et C sont deux domaines convexes 
de tels que leurs images respectives C et C dans I'espace projectif P"(M) 
verifient C = A(C), ou A est une homographie de P"'(M) — done conserve 
le birapport de quatre points de P"(M) — , alors les geometries de Hilbert 
{C,dc) et {C',dc') sont isometriques. 

Dans toute geometrie de Hilbert {C,dc), le segment de droite reliant 
deux points quelconques du convexe C est un segment geodesique pour dc 
(au sens de |BH99j . p. 4) et {C,dc) est un espace metrique geodesique dont 
la topologie est celle induite par la topologie canonique de M". Ceci dit, en 
general, le segment reliant deux points n'est pas I'unique geodesique entre 
ceux-ci, cette unicite etant neanmoins satisfaite lorsque le bord dC de C 
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est une hypersurface de classe dans dont la courbure de Gauss est 
partout non nulle — on dira alors que C est un convexe strict. Notons enfin 
que cette condition d'etre un convexe strict n'est pas necessaire pour avoir 
unicite du segment geodesique — voir une discussion detaillee de ce point 
dans |SMnnj . § 1.2.2. 

Par ailleurs, on pent mettre sur tout domaine convexe C C M" une 
metrique de Finsler C", notee Fq, en procedant comme suit : si p € C et 
V S TpC = avec v ^ 0, la droite passant par p et dirigee par v coupe dC 
en deux points et p^ ; on pose alors 



Cette metrique de Finsler est liee a la distance de Hilbert dc par le fait que 



Q^{C,p, q) = {a: [0, 1] — > C | o" de classe avec a{0) = p et a{l) = q^. 

Grace a cette metrique de Finsler, on construit une mesure borelienne 
sur C (qui correspond en fait a la mesure de Hausdorff de I'espace metrique 
{C,dc) — voir |BBinij . exemple 5.5.13 ) que nous allons expliciter. 

Pour chaque p G C, soient Bc{p) = {v gW^ \ Fc{p, v) < 1} la boule unite 
ouverte de TpC = M" pour la norme Fc{p, •) et u;„ le volume euclidien de 
la boule unite ouverte de I'espace euclidien canonique M". En considerant 
la fonction (densite) h : C — > M donnee par h{p) = w^/vol (i?c (p)) , oii 
vol est la mesure de Lebesgue canonique sur M", on definit nc — que nous 
appelerons mesure de Hilbert sur C — par 



pour tout borelien ^ de C. 

Lorsque C est un ellipsoide, {C,dc) correspond au modele projectif (ou 
modele de Klein) de la geometric hyperbolique, et on pent penser aux 
geometries de Hilbert {C,dc) comme a une generalisation naturelle de I'es- 
pace hyperbolique. Une question commune a de nombreux travaux recents 
(voir |SMnnj . |SMn2j . IBennij . [(Tvj . |KNn2j et leurs references) est de determiner 
les proprietes de I'espace hyperbolique dont heritent les geometries de Hilbert 
et de trouver des caracterisations de I'espace hyperbolique parmi celles-ci. 




Fc{p,v) = ^ ^_^dc{p,p + tv) 



et que 




ou 
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Le premier resultat de cet article est I'obtention d'une telle caracterisation 
grace a I'aire de Hilbert des triangles ideaux. A cause de la non unicite des 
geodesiques pour dc entre deux points d'un domaine convexe C C K", un 
triangle de {C,dc) ne peut etre defini a I'aide des segments geodesiques de 
dc qui joignent ses sommets. C'est pourquoi nous convenons de definir tout 
d'abord un triangle T = abc de M" comme I'interieur de I'enveloppe convexe 
affine ouverte de trois points non alignes a,b,c G M". Un tel triangle sera 
alors un triangle de {C,dc) si ses sommets sont dans C et un triangle ideal 
de {C,dc) si ses sommets sont dans dC et s'il est inclus dans C. 

Dans le cas d'un convexe strict, cela equivaut a la definition usuelle d'un 
triangle ideal d'un espace metrique uniquement geodesique, en particulier 
de I'espace hyperbolique dans lequel il est connu que tons les triangles 
ideaux sont isometriques avec une aire (hyperbolique) commune egale a vr. 
En fait, nous allons montrer que cette propriete de I'aire caracterise 
parmi les geometries de Hilbert de : 

Theoreme 2. Etant donne une geometrie de Hilbert (C, dc) avecC E M", 
on a : 

(i) Tons les triangles ideaux de {C,dc) sont d'aire constante si, et 
seulement si, C est un ellipsoide — auquel cas cette aire constante 
vaut vr. 

(a) Si C n 'est pas un ellipsoide, il existe des triangles ideaux de {C,dc) 
d'aire strictement plus grande que n et d'autres d'aire strictement 
plus petite que vr. 

Remarque. Ici, et dans toute la suite de ce travail, I'aire d'un triangle 
(ideal ou pas) de {C,dc) est son aire pour la mesure de Hilbert de (C H 
P,dcnp), oil P est I'lmique plan vectoriel de M" contenant le triangle. 

La demonstration du theoreme [2 donnee dans la premiere partie de cet 
article, est simple et purement geometrique. 

Dans la seconde partie, nous obtenons une minoration uniforme de I'aire 
des triangles ideaux avec caracterisation du cas d'egalite : 

Theoreme 3. Etant donne une geometrie de Hilbert {C,dc) avecC C M", 
on a : 

(i) L'aire de tout triangle ideal de {C,dc) est au mains egale a t:^/2A. 

(a) Si n = 2 et s'il existe un triangle ideal de {C,dc) d'aire egal a 
vr^/ 24, alors C est un domaine triangulaire. 

Remarquons que le cas d'egalite caracterise bien la geometrie de C, 
puisque tons les domaines triangulaires du plan munis de leurs geometries 
de Hilbert sont isometriques. 

Enfin, dans la troisieme partie, nous montrons que la recherche d'une 
majoration de I'aire des triangles ideaux donne lieu a une situation differente 
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et plus contrastee. En effet, le corollaire 16 . 21 ci-dessous fournit des geometries 
de Hilbert qui possedent des triangles ideaux d'aire infinie, de sorte qu'il est 
illusoire de chercher un major ant de I'aire des triangles ideaux commun 
a toutes les geometries de Hilbert a I'instar du theoreme 13 L'exemple ^2 
montre egalement que cette impossibilite persiste meme en se restreignant 
a I'ensemble des convexes stricts de M". 

Cependant, lorsqu'on considere un convexe strict fixe C de M", nous 
prouvons qu'il existe neanmoins un majorant (dependant de C) de I'aire de 
tous les triangles ideaux de {C,dc) : 

Theoreme 4. Soit C un convexe strict de M". Alors il existe une con- 
stante a = a{C) > telle que tout triangle ideal de {C,dc) a une aire au 
plus egale a a. 

1 Preliminaires 

1.1 Quelques proprietes elementaires 

Nous debutons par une liste de faits simples et generaux dont nous ferons 
abondamment usage. 




Fig. 2 - Comparaison des distances et mesures de Hilbert de deux domaines 
convexes emboites 

Proposition 5. Soient {A, d^) et {B, d^) des geometries de Hilbert telles 
que Ac B CW. Alors : 

(i) Les metriques de Finsler F4 et verifient Fq{p,v) ^ Fj\^{p,v) 
pour tous p £ A et V £ M" non nul, Vegalite ayant lieu si, et 
seulement si, = p~^ et = (figure^. 

(a) Pour tous p,q G A, on a d^ip, q) ^ q)- 
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(iii) Pour tout p £ A, on a vol(S^(p)) ^ vol{Bs{p)), avec egalite si, 
et seulement si, A = B. 

(iv) Pour tout borelien A de A, on a HsiA) ^ /.i^(j4), avec egalite si, 
et seulement si, A = B. 

Demonstration . 

II suffit de prouver I'assertion (jij qui implique toutes les autres proprietes. 
Or, elle decoule directement du fait que pour tous p £ A et v £ M.^ , v ^ 0, 
on a 

\\p - PaW ^ \\p - PbW \\p - PaW ^ \\p - PbW^ 

I'egalite ayant lieu si, et seulement si, p^ = p^ et p\ = p^- 

□ 

Grace a cette proposition, on va pouvoir estimer la mesure de Hilbert 
d'un domaine convexe du plan inclus dans un domaine carre, ce dernier 
presentant I'avantage d'etre suffisamment simple pour permettre des calculs 
effectifs. 

1.2 Estimation de I'aire par comparaison avec le domaine 
carre 

L'estimation de I'aire de Hilbert d'un convexe de revient a estimer le 
volume euclidien de la boule unite ouverte pour la metrique de Finsler en 
chaque point du convexe. Lorsque le convexe est un carre, on obtient : 

Proposition 6. Soit le domaine carre S = {{x,y) G | < 1 et \y\ < 
1}. Alors pour tout p = (x, y) £ S, on a 

2(1 - - y2) ^ ^o\{Bs{p)) ^ 4(1 - x2)(l - y^), 

oil Bs{p) est la boule unite ouverte de TpS = pour la norme Fs{p, •)• 
Demonstration . 

Etant donne p £ S,la preuve consiste a verifier que la boule Bs{p) est d'une 
part incluse dans un rectangle TZ dont les cotes sont parallelles a ceux du 
carre S, et d'autre part contient un losange dont les sommets sont les points 
de contact entre TZ et Bs{p). 

Puisque S est symetrique par rapport aux axes de coordonnees, il suffit 
de se restreindre a p G [0, l[x [0, 1[. 

• Soit V = (a, b) £ non nul tel que \a\ ^ ^(1 — x) et 6 ^ 0, de sorte 
que la demi-droite p + M_t; (resp. p + M+v) coupe dS sur la droite 
d'equation y = —1 (resp. y = 1) en un point p^ (resp. p^). II resulte 
alors du theoreme de Thales que 

b \\v\\ b \\v\\ 

= u ^ 1 = u +17 ' 

1 + y \\p-Ps\\ i-y \\p-Ps\\ 
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d'ou 

Fs{p,v) = l{—— + 



2\l + y 1-yJ 

ce qui donne I'implication v G Bs{p) =^ b < 1 — y^. 
Ainsi, Bs{p) etant symetrique par rapport a 0, on a 

Bs{p) n I [-^(1 - x), ^(1 - x)] X m| C M X [-(1 - y^), (1 - y^)] 

et par suite 

i?5(p) CMx [-(l-y2),(i_y2)] 

puisque Bs{p) est convexe. 

De la meme fagon, on montre que 

Bs{p) C xM. 

Par consequent, on obtient 

Bs{p) C [-(1 - x% (1 - x^)] X [-(1 - (1 _ y2)]^ 

ce qui entraine la deuxieme inegalite de la proposition El 
On remarque par ailleurs que les points (1 — 2:^,0) et (0, 1 — y^) sont 
dans I'adherence de Bs{p), qui est convexe et symetrique par rapport 
a 0, d'oii il resulte que I'enveloppe convexe des points (1 — x'^,0), 
(0,1 - y'^), -(1 - x^,0) et -(0,1 - y^) est dans Bs{p). Comme le 
volume euclidien de cette enveloppe convexe — qui est un losange — 
est egal a 2(1 — x^)(l — y^), on en deduit la premiere inegalite de la 
proposition [HI 



Remarque. A titre indicatif, on pent aisement voir que la boule Bs(p) 
est un octogone lorsque p n'est pas sur les diagonales de 5, sinon Bs{p) est 
un hexagone si p 7^ et un car re si p = 0. 

De cette estimation, nous pouvons alors tirer deux consequences utiles 
concernant I'aire de Hilbert des triangles ideaux. 

Corollaire 6.1. Soient C un domaine convexe du plan tel que dC contient 
un segment ouvert ]a,b[ et p £ C. Pour chaque t g]0, 1[, notons ma{t) = 
(1 — t)p + ta et mi,{t) = (1 — t)p + tb. Alors, pour < s < t, si A{t,s) 
designe I'enveloppe convexe des points ma(t), ma{s), mh{t) et mh{s), on a 
lirn fj,c{A{t, s)) = +00 lorsque s est fixe. 

Demonstration . 
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Fig. 3 - Cas d'un convexe dont le bord contient un segment 



Apres transformation affine, on se ramene au cas ou p = et C est inclus 
dans le carre S de la proposition Elavec a = {—xq, 1) et 6 = (xq, 1) pom' un 
certain xq g]Q,1[ {Rgme^. 

Alors, pout tous s,t G]0, 1[ tels que s ^ t, le rectangle de sommets 
rriais) = {-sxo,s), mb{s) = {sxo,s), ma{t) = {-sxo,t) et mb{t) = {sxo,t) 
est inclus dans A{s,t), d'ou il resulte que 

Mais, d'apres la proposition on a Yol{Bs{x,y)) ^ 4(1 — x'^){l — y"^) pour 
tout p = (x, y) e 5, ce qui entraine que 

c'est-a-dire, 

fis{Ms,t)) ^ I xArgth(sxo) x [Argth(t) - Argth(s)] . 

Par consequent, en fixant s, on obtient lini/i5(A(s, t)) = +oo. 
Comme C C 5, on a finalement lini/ic(^(s, t)) = +oo d'apres la propo- 
sition El (ji^ . 

□ 

Corollaire 6.2. Soient C un domaine convexe du plan et u> £ dC tels 
qu'il existe deux droites d'appui distinctes de C en oj. 

Alors, pour tous points distincts p,q G C, on a ficip^l) = +oo, oil ptoq 
est le triangle de sommets p, q et oj. 

Demonstration . 
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On va montrer que tout triangle de C dont un sommet est un « coin » de C 
peut etre pense comme une demi-bande affine ouverte du plan. 

Par transformation affine, on se ramene au cas oii C est inclus dans 
le carre S de la proposition ^ avec to = (1,1) et les droites {cop) et (coq) 
symetriques I'une de I'autre dans la reflexion par rapport a la droite {Oco) et 
tel que po,Qo G C, oh po et qq sont respectivement les points d 'intersection 
de la droite d'equation x + y = 1 avec (up) et {coq). 
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Fig. 4 ~ Cas d'un convexe possedant un « coin » 

En notant ei = (1,0), 62 = (0,1) et loq = (1/2,1/2), il existe done 
to e ]0, 1[ tel que pQ = {I - to)wo + ^oei et go = (1 - to)uJo + toe2- 

Considerons alors A = {(x, y) £ M? \ x + y > 1 et y < x < 1} C S et le 
C°°-diffeomorphisme / : A — > M;^ x R;^ defini par 

f{x,y) = {X,Y) = (Argth(t),Argth(s)), 

oil t,s £ ]0, 1[ sont tels que (x, y) = {1 — s)[{l — t)u;o + tei] + suo. 

L'image par / du triangle loqujpo C A est ainsi la bande ]0, Argtli(to) [xM^ 
dont on va montrer que I'aire euclidienne usuelle — qui est infinie — est plus 
petite que I'aire de ujQUjpo pour la mesure de Hilbert ^5. 

Un calcul simple donne 

y — X 

t = — ■ et s = x + y -1, 

y + x - 2 

ce qui entraine que le jacobien de / en (x, y) E A vaut 

1 



Jac(/)(x,y) 



2(x + 2/)(l-x)(l-y) ■ 
En vertu de la deuxieme inegalite de la proposition El et du fait que 
(1 + x)(l + y) ^ 3(x + y) pour tout (x, y) G A, 
il en resulte que 



dxdy 6 



+ 00= I dXdY 

]0,Argth(io)[xR::;_ 



2(x + y)(l-x)(l-y) vr ' 
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D'autre part, puisque /is'(wot^Po) ^ fJ-siqa^^Po) et que fis{{q^p)\{qo^Po)) 
est finie — la partie {qujp)\{qQUjpo) etant compacte — , on en deduit que 
Hsiqujp) = +00. 

Enfin, comme C C 5, la proposition [S] (|ivl) acheve la preuve du corol- 

1 aire 10 

□ 

2 Caracterisation de la geometrie hyperbolique par 
I'aire de Hilbert des triangles ideaux 

En preliminaire a la demonstration du theoreme[21 rappelons le theoreme 
suivant qui est un resultat classique de geometrie convexe que nous enongons 
en dimension deux et dont la preuve se trouve dans |.Toli48j ou |Lev97j . 
Lecture 3, Theorem 3.1, p. 13-19. 

Theoreme 7 (Ellipse de John). Soit C un domaine convexe du plan. 

II contient une unique ellipse ouverte d'aire euclidienne maximale, I'el- 
lipse de John de C, dont le bord a au moins trois points de contact avec 
dC. 

Par dualite, C est aussi inclus dans une unique ellipse ouverte d'aire 
euclidienne minimale dont le hord a au moins trois points de contact avec 
dC. 

Nous allons maintenant donner la preuve du theoreme |21 qui indique com- 
ment I'aire de Hilbert des triangles ideaux permet de caracteriser I'espace 
hyperbolique H" parmi toutes les geometries de Hilbert de M". 

Demonstration du theoreme\^ 

Commengons par faire la preuve lorsque C cM?. 

Si C est une ellipse, I'espace metrique {C,dc) est isometrique au modele 
projectif de Klein du plan hyperbolique (voir par exemple |BP92j . p. 2) qui 
a tons ses triangles ideaux d'aire egale a tt. 

Si C est n'est pas une ellipse, soit £i I'unique ellipse ouverte d'aire eu- 
clidienne maximale incluse dans le convexe C — donnee par le theoreme [7| 
et appelee ellipse de John de C. L'ellipse Si ayant au moins trois points de 
contact avec dC, on pent considerer le triangle Tj dont les sommets sont ces 
trois points (figure EJ. 

Pour la geometrie de Hilbert associee a l'ellipse de John £i, le triangle 
Ti est ideal et d'aire egale a fi£^(Ti) = vr. Par consequent, comme Si est 
strictement incluse dans C, on a fJ-ciTi) < vr en vertu de la proposition!^ (|iv|) . 

D'autre part, considerons I'unique ellipse ouverte Sg d'aire euclidienne 
minimale contenant C (duale de Si). D'apres le theoreme|3 son bord possede 
egalement au moins trois points en commun avec celui de C, ce qui definit 
un triangle Tg. 
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Fig. 5 - Ellipse de John 



(i) Si Tg est un triangle ideal de {C,dc), alors fJ-ciTe) > it puisque £e 
contient strictement C. 

(ii) Si Tg n'est pas un triangle ideal de {C,dc), alors I'un des cotes du 
triangle Tg est inclus dans dC, ce qui implique que Ton pent obtenir 
un triangle ideal de {C,dc) dont I'aire est arbitrairement grande en 
vertu du corollaire 16.11 

Enfin, dans le cas oii C C M", on fait ce qui precede dans chaque in- 
tersection de C avec un plan vectoriel de M", sachant que C est un 
ellipsoide si, et seulement si, chacune de ces intersections est une el- 
lipse. 

□ 

3 Bornes sur I'aire des triangles ideaux en geometrie 
de Hilbert 

Nous sommes a present naturellement amenes a nous demander si I'aire 
des triangles ideaux d'une geometrie de Hilbert est controlee. 

3.1 Du cote de la minoration 

En ce qui concerne la minoration de I'aire des triangles ideaux, nous 
avons le resultat global enonce au theoremeOlqui est valable pour n'importe 
quel domaine convexe de M". Pour demontrer ceci, on va etudier au prealable 
le cas particulier ou le domaine convexe est un triangle de M^. 

Lemme 8. Soit A un domaine convexe triangulaire du plan. 
Alors tous les triangles ideaux de (A,dA) ont une aire au moins egale a 
7r^/2A et seul le triangle ideal de sommets les milieux des cotes de A a une 
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aire egale a ce minimum. 

Ce lemme etant assez technique, nous ne donnerons que les etapes de sa 
preuve, renvoyant a I'annexe lA. ll pour les details. Mais auparavant, montrons 
comment ce lemme implique le theoreme 01 

Demonstration du theoreme\^d I'aide du lemme\^ 
Considerons d'abord le cas oii C C M^. 

Soient T = abc un triangle ideal de {C,dc) et Da, Dj,, D^ des droites 
d'appui du convexe C en a, 6 et c respectivement. 

D'un point de vue projectif, il s'agit d'une meme et unique situation. 
Cependant, d'un point de vue affine — celui que nous avons suivi jusqu'ici 
— , trois cas se presentent : 

(i) Si Da, Db et Dc definissent un domaine convexe triangulaire A qui 
contient C, alors on obtient le point (i) du theoreme |31 en appliquant la 
proposition El (|iv|) (avec ^ = C et i3 = A) et le lemme |H1 En outre, si 
C est strictement inclus dans A, alors fJ-ciT) > /^a(^) ^ vr^/24 d'apres 
la proposition 13 d'oii fJ,c{T) > ce qui donne le point (ii) du 
theoreme en contraposant. 

(ii) Si Da et D^ sont paralleles, on plonge le plan affine contenant le con- 
vexe C dans son complete projectif (voir par exemple |Ber77j . § 5.1) 
identifie naturellement a (M) , dans lequel les deux droites Da et Df, 
se coupent. En considerant alors une droite D qui est I'image par le 
plongement d'une parallele a Dc contenue dans le demi-plan determine 
par Dc et ne contenant pas C, on est ramene au point (i) dans le nou- 
veau plan affine p2(]R)\Z). 

(iii) Si Da, Dfj et Dc definissent un domaine convexe triangulaire qui ne 
contient pas C, on pent supposer que le triangle en question est dans 
le demi-plan determine par Da et ne contenant pas C. Dans ce cas, 
on plonge le plan affine contenant C dans P'^(M). En considerant alors 
une droite D image par le plongement d'une droite parallele a Da 
contenue dans le demi-plan determine par Da, ne contenant pas C et 
qui rencontre le domaine triangulaire, on est ramene au point (i) dans 
le nouveau plan affine P^(M)\L'. 

Enfin, dans le cas oii C C M", on applique ce qui precede a chaque 
intersection de C avec un plan vectoriel de M". 

□ 

Demonstration du lemme\^ 

Partant d'un domaine triangulaire A = mpq C et d'un triangle ideal 
T = abc de (A, d^), la preuve va se faire en trois etapes. 

Etape 1 : Elle se resume au lemme suivant, dont la preuve est en annexe lA.ll 
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Lemme 9. Soit Aq le domaine triangulaire de sommets 0, ei et 62, ou 
(ei, 62) est la base canonique de M^. Pour chaque a € ]0, 1/2], notons T{a) 
le triangle ideal de (Aq, dAo) c/oiit ies sommets sont 

a{a) = (a, 1 — a), 6(a) = (0, 1 — a) et c{a) = (a, 0). 

Alors il existe a g]0, 1/2] et une transformation af&ne de qui envoit 
simultanement le domaine A sur le domaine Aq et le triangle ideal T de 
(AjC^a) sur le triangle ideal T{a) de (Ao,(iAo)- 

Etape 2 : Sachant que pour chaque p = {x, y) E Aq, la boule unite ouverte 
-Sao(p) de TpAo = pour la norme F/\g{p, •) est un hexagone decrit dans 
|dlH93| . p. 106-107, le calcul de la mesure de Hilbert ^uaq (que nous ne 
detaillerons pas) nous donne 

vr dxdy 
d/^Ao(p) = X 



12 xy{l-x-y) 



L'application A :]0, 1/2] — > M definie par A{a) = fi/\^^{T{a)) est stricte- 
ment decroissante de sorte que son minimum est atteint en a = 1/2 seule- 
ment, ce qui correspond au triangle ideal T(l/2) de (Aq, ^Aq) dont les som- 
mets sont les milieux des cotes de Aq — voir les calculs dans I'annexe IA.2I 

Etape 3 : Montrons que I'aire de Hilbert de r(l/2) est egale a ir^/24. 
D'apres I'annexe IA.21 cela revient a calculer 

/■^ ln(l - x) , ln(l + x) , 

jr(o) = -2 / ^ ^-dx + 2 / ^ ' dx 



puisque ^(1/2) = y^J^(O). 

Pour determiner le premier terme, on developpe en serie entiere par 
rapport a e G ]0, 1[ la quantite 



^i(e) = / —In 



l-e 



dx / 1 







X V 1 — 
X ^-^ k 

k=l 



+00 ^ 

fc=l 

En faisant e ^ 0, le theoreme de convergence dominee de Lebesgue nous 
permet alors d'obtenir ^i(O) = vr^/G. 

Pour evaluer le second terme de J'{0), on introduit la fonction 



f^~^ dr 
T2ie)= / — ln(l + x) 
Jo X 
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definie pour e G ]0, 1[ et qui, egalement a I'aide d'un developpement en serie 
entiere, fournit 



En remarquant alors que ^i(O) — ^2(0) = 2 -^1(0); on obtient ^2(0) = 
7rV!/12 et par suite J^(0) = J^i(O) +^='2(0) = Finalement, I'aire 

de Hilbert de T{l/2) vaut A{l/2) = ^ x ^ = ^ . 



3.2 Du cote de la majoration 

Pour ce qui est de la majoration de I'aire des triangles ideaux, remar- 
quons tout d'abord qu'il existe des geometries de Hilbert planes dans lesquelles 
on pent trouver des triangles ideaux d'aire aussi grande que Ton veut, 
et meme d'aire infinie, comme le montrent les corollaires IH.ll et 16.21 de la 
premiere partie. 

Neanmoins, avec quelques hypotheses de regularite, on evite les triangles 
ideaux d'aire infinie : 

Proposition 10. Soit C un domaine convexe de M" dont le bord est une 
hypersurface de classe C^. Alois tout triangle ideal de {C,dc) a une aire 
Hnie. 

Demonstration . 

Considerons d'abord le cas ou C C M^. 

Soit T = abc un triangle ideal de {C,dc) dont on oriente les sommets 
dans le sens trigonometrique. 

Comme dC est de classe C^, il existe r > et des disques ouverts euclidiens 
D{a), D{b) et D{c) de rayon r tangents au bord de C en a, 6 et c respec- 
tivement et inclus dans C. En considerant le sommet a, designons par a' et 
a" les points d'intersection du bord de D{a) avec les segments ]a,b[ et ]a,c[ 
respectivement. Ainsi le triangle aa'a" a ses sommets orientes dans le sens 
trigonometrique et a dD{a) pour cercle euclidien circonscrit. En procedant 
de meme avec les sommets b et c, on obtient les triangles bb'b" et cc'c". 

L'adherence du complementaire de la reunion des triangles aa'a" , bb'b" et 
cc'c" dans T = abc est alors un compact inclus dans C, done d'aire de Hilbert 
finie. En outre, comme aa'a" est un triangle ideal de {D{a), dD(^a))i on a 
I^D{a)i0'0.' O'") = (geometric hyperbolique plane) et par suite ndaa'a") ^ vr 
en vertu de la proposition El (|iv|) . Comme il en est de meme avec bb'b" et 
cc'c", la proposition ^1 en decoule lorsque C cM?. 

Dans le cas 011 C C M"", on fait ce qui precede dans chaque intersection 
de C avec un plan vectoriel de M". 




k=l 



□ 



□ 
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Fig. 6 - L'aire des triangles ideaux est finie des que dC est 



Comme on I'a deja vu au corollaire l6.11 des qu'un domaine convexe C du 
plan a un bord — meme de classe — qui contient un segment ouvert, 
alors l'aire des triangles ideaux de (C, dc) peut etre arbitrairement grande. 
En revanche, lorsque C est un convexe strict, nous montrons que ceci ne peut 
pas se produire : 

Theoreme Soit C un convexe strict de M". Alors il existe une con- 
stante a = a(C) > telle que tout triangle ideal de {C,dc) a une aire au 
plus eg ale a a. 

Avant de donner la preuve de ce theoreme, notons cependant que la con- 
stante a{C) n'admet pas de majoration uniforme en C, meme dans I'ensemble 
des convexes stricts du plan, comme le montre I'exemple suivant. 

Exemple 11. Considerons le carre S = {{x,y) G | |x| < 1 et \y\ < 
1} ainsi que son homothetique tS avec t g]1/2,1[ arbitraire. Si C est un 
convexe du plan tel que tS C C C S, designons par oc, be et cq les points 
d'intersection de dC avec les segments fermes joignant a o = (—1, 1), 
b = (1, 1) et c = (0, —1) respectivement (figurel?!). 

Alors Tq = acbccc est un triangle ideal de C qui contient la partie 
A{l/2,t) definie au corollaire 16. II avec p = et s = 1/2. Le meme corollaire 
affirmant que lim^^i (A(l/2, t)) = +oo, il en resulte que limt^i //c(^(t)) = 
+00 et par suite, pour tout entier n > 0, il existe t G]0, 1[ tel que tout do- 
maine convexe C du plan avec tS C C C S (qu'il soit strict ou pas) verifie 
l^siTc) > n. 

Afin de demontrer le theoreme |3 pour lequel on se ramene au cas oii 
C C par intersection avec des plans vectoriels de M", nous allons utiliser 
la distance euclidienne canonique d sur et ecrire C comme la reunion du 
compact = {p G C | dC) ^5} — oii la constante 5 = 5{C) > 
sera precisee ulterieurement — et de son complementaire Vs = C\Ks. Pour 
majorer l'aire d'un triangle ideal quelconque T de {C,dc), il suffira alors de 
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Fig. 7 - L'aire des triangles ideaux ne peut etre majoree uniformement en 
C 

majorer l'aire de la partie du triangle T hors du compact Ks, c'est-a-dire 
T n 14. Pour cela, nous allons inclure T n dans la reunion d'un certain 
nombre N = N{C) > de triangles, chacun d'eux etant contenu dans un 
disque ouvert inclus dans C. 

La proposition 151 l|iv)) permet alors de majorer l'aire de Tn par A^vr en 
comparaison avec la geometrie du plan hyperbolique (qui est, rappelons-le, 
la geometrie de Hilbert d'un disque ouvert). 

Finalement, on aura /ic(^) ^ + McC-f^i)- 

La preuve de ce resultat reposera sur plusieurs lemmes techniques demontres 
dans r annexe IbI 

Tout d'abord, le fait que C soit un convexe strict assure I'existence de 
deux constantes r > et -R > telles que le cercle de rayon 2r roule a 
I'interieur de C et que dC roule a I'interieur du disque ferme de rayon R 
(voir IBlal 6j et [03, P- 3). Cela va nous permettre de ramener une partie 
de la preuve du theoreme|l]a des considerations sur les cordes de deux cercles 
euclidiens emboites et tangents donnees au lemme Ib!T1 

Puis, a I'aide du lemme El ci-dessous, on etudiera les cordes de dC 
(c'est-a-dire les segments fermes reliants deux points distincts de dC) en les 
comparant aux cordes des cercles euclidiens de rayon r (resp. R) tangents 
interieurement (resp. exterieurement) a C. Lors de la preuve du theoreme|^ 
ces cordes seront les cotes des triangles ideaux de (C,dc) et la constante 
5 = 5{C) ne dependra que de r et R. 

Dans la suite, pour tous t > et liJ G (9C, on designera par Ttiio) le 
cercle de rayon t tangent a (9C en a; et inclus dans le demi-plan ferme de 

contenant uj dans son bord et dans lequel se trouve C. Aussi, le disque 
ouvert correspondant sera note Dt{uj). 
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Lemme 12. Soit C un convexe strict du plan. Pour tons points distincts 
a et b de dC, on a : 

(i) II existe un unique point d'intersection a' entre ]a, b[ et Tr{a). 

(a) La distance euclidienne de a' au bord de C est minoree en fonction de 
d{a,b), r et R uniquement : 



Les preuves de ce lemme et du lemme Ib!T] qui I'implique, seront donnees 
dans P annexe IbI tout comme le resultat suivant, qui fournit la cle du theoremel^: 

Lemme 13. Soient C un convexe strict du plan ainsi que a et b deux 
points distincts de dC tels que d{a,b) ^ r. Alors, I'unique rectangle ouvert 
S{a, b) de base le segment ]a, b[ et de hauteur r inclus dans C veriRe 



dont le complement aire Kg = C\Vs est compact, done d'aire ^c{Ks) finie. 

Quitte a diminuer r et/ou augmenter i?, on pent supposer que 5 est 
suffisamment petit pour que soit convexe en utilisant I'exponentielle 
normale de la sous-variete dC de muni de sa metrique riemannienne 
canonique (voir |CVj . p. 5) 



d{a',de) ^ ^d{a,bf- 




A partir de maintenant, posons 5 



4R: 



et introduisons 



Vs = {peC\ d{p, dC) < 6} 



c 




Fig. 8 - Premier cas 



Demonstration du theoreme^ 
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Soit T = abc un triangle ideal de {C,dc) dont on oriente les sommets dans 
le sens trigonometrique. 

On va traiter trois cas selon que la longueur euclidienne des cotes du 
triangle T est ou non inferieure a r. 

Cas 1 : d{a,h) ^ r, d{b,c) ^ r et d{a,c) ^ r (figureEl). 

En considerant le sommet a, designons par a' et a" les points d'intersec- 
tion du cercle Tr{a) avec les segments ]a,b[ et ]a,c[ respectivement. Ainsi le 
triangle aa'a" a ses sommets orientes dans le sens trigonometrique et a (a) 
pour cercle euclidien circonscrit. En procedant de meme avec les sommets b 
et c, on obtient les triangles bb'b" et cc'c" . 

D'apres le lemme [T2l (ii). on a ici d{a',dC) ^ 5 et d{a",dC) ^ S, d'ou 
a', a" G Ks et par suite [a', a"] C Ks puisque Kg est convexe. De meme, on 
a [b',b"] C Ks et [c',c"] C Ks. 

Cela entraine que TCiVs est contenu dans la reunion des triangles aa'a", 
bb'b" et cc'c" , chacun d'eux etant d'aire majore par tt en comparaison avec la 
geometric hyperbolique associee aux disques ouverts Dr{a), Dr{b) et Dr{c). 
On en deduit done que HciT) ^ Svr + ^ic{Ks). 

Cas 2 : d{a, 6) ^ r et d{b, c) ^ r. 

Soit m le projete orthogonal du point b sur la droite (ac). Rappelons que 
^(a, b) designe le rectangle de base [a, b] et de hauteur r donne par le lemme 

CHI 

• Supposons que m appartienne au segment [a,c] (figure inj. 




Fig. 9 - Cas m e [a,c] 

Puisque le triangle abm est rectangle en m, on a d{m,b) ^ d{a,b). Si 
p est le projete orthogonal de m sur la droite (a, 6), on a de meme 
d{m,p) ^ d{m,b) et par suite d{m,p) ^ d{a,b) ^ r. Comme en 
outre p S [fl, il en resulte que m appartient au rectangle ferme 
S{a,b). Le meme raisonnement avec le triangle bcm montre que m 
appartient egalement au rectangle ferme S{b,c), ce qui entraine que 
les triangles abm et bcm sont inclus respectivement dans les con- 
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vexes S{a,b) et S{b,c). Or abm U bcm = abc puisque m G [a,c], 
d'ou T = abc C S{a,b) U S{b,c). On en deduit ainsi que ^c{T) ^ 

fic{S{a,b)) + fic{S{b, c)) et par consequent fJ^ciT) ^ 47r£^^^^ d'apres 
le lemme IT^ 

• Supposons que a appartienne au segment [m,c] (figure Ej). 




dC 



Fig. 10 - Gas a G [m, c] 

Alors d{a,c) ^ d{m,c), ce qui avec d{m,c) ^ d{b,c) (le triangle 6cm 
etant rectangle en m) conduit a (i(a, c) ^ d{b, c) ^ r. En outre, on a ici 
que, en notant d Tangle au sommet a du triangle abc, d ^ 7r/2 et par 
suite le projete orthogonal de a sur la droite (be) est dans le segment 
[b, c], ce qui permet de conclure comme dans le point precedent. 

• Supposons que c appartienne au segment [a, m]. 

On applique alors le point precedent en echangeant les roles de a et c. 

Cas 3 : d{a, b) ^ r, d{b, c) ^ r et d{a, c) ^ r. 

C'est la situation la plus delicate a traiter. Tout comme dans le premier 
cas, designons par c' et c" les points d'intersection du cercle Tr{c) avec les 
segments ]a,c[ et ]b,c[ respectivement. 

Dans ce qui suit, (a) et (b) sont les angles en a et 6 du triangle abc. 

• Supposons d^7r/2et6^7r/2 (figure [TT|) . 

Solent p et q les sommets du rectangle S{a, b) autres que a et 6 tels 
que p — g = a — b. D'apres le lemme Ib!2| la distance euclidienne de p au 
centre du cercle Tr{a) est inferieure ou egale a (3/4)r, ce qui montre 
que d{p,Tr{a)) ^ r/4, d'oii d{p,dC) ^ r/4 puisque p £ Dr{a) C C 
(et done d{p,dC) ^ d{p,rr{a))). De meme, en considerant Tr{p), on 
a d{q, dC) ^ r/4. De r/4 ^ (5, on deduit alors que p et q sont dans le 
convexe Kg et par suite [p, C Ks- 

Par ailleurs, comme d ^ tt/2 (resp. & ^ 7r/2), la droite (ac) (resp. (6c)) 
coupe le segment [p, (parallele a (ab) qui n'est parallele ni a (ac), 
ni a (be)) en un unique point ttIq (resp. m;,). On a done I'adherence 
de T = a5c qui est incluse dans la reunion de I'adherence du triangle 
cc'c" et des enveloppes convexes de {a,b,ma,mb} et {ma,mb,c',c"}. 
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Fig. 11 - Cas a ^ 7r/2 et 6 ^ 7r/2 

Comme d'une part nia, mi, £ Kg et c', c" G Kg (meme raison que dans 
le premier cas), I'enveloppe convexe de {ma,mh,c' ,c"} est dans Kg 
et puisque d'autre part a,b,ma,mi, appartiennent au rectangle ferme 
S{a,b) qui est convexe, I'enveloppe convexe de {a,b,ma,mb} est dans 
S{a,b). 

II en resulte que 

Mc(T) ^ ^ic {S{a, 6)) + fic{Ks) + ficicc'c") 
et par consequent 

/ic(r) ^ vr(^2i^(^) + 1^ +fic{Ks) 

en vertu du lemme IT^ 
• Supposons a > tt/2 (le cas 6 > 7r/2 se traite de fagon similaire) (fig- 
ure [HI). 

Introduisons comme precedemment les points p, q et rrib (puisque b ^ 
7r/2) et soit en outre a" le point d'intersection du cercle Tr{a) avec le 
segment ]a,c[. 

Sachant que d{a,c) ^ r, on a d{a",dC) ^ 5 d'apres le lemme Ib!T] (ii) . 
d'oii a" £ Ks- D'autre part, en raisonnant comme au point precedent, 
on a p,mi,,c',c" S Kg et a,b,p,mb S S{a,b). Par suite, I'enveloppe 
convexe de {p, rub, c' , c"} et le triangle pa"c' sont inclus dans Kg alors 
que I'enveloppe convexe de {a,b,p,mb} est dans le rectangle ferme 

S{a,b). 

Enfin, la convexite de Dr{a) et le fait que a,a",p S Dj.{a) assurent 
que le triangle aa"p est inclus dans Dr{a). 
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Fig. 12 - Cas ou a > 7r/2 

Puisque I'adherence de T = abc est contenue dans la reunion des 
adherences des triangles pa"c' , aa"p et cc'c" ainsi que des enveloppes 
convexes de {p,mb,c' ,c"} et {a,b,p,mi,}, il s'ensuit que 

fic{T) ^ /ic(5'(a, 6)) + nc{Ks) + fic{aa"p) + /ic(cc'c"), 

d'ou 

/ic(r) ^ 2^(^i?(^) + 1^ +fic{Ks) 
d'apres le lemme IT^ 

□ 
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Remarque. Questions ouvertes concernant les majorants. 
Pour conclure le present travail, teutons de donner les hypotheses les plus 
faibles que I'on doit imposer a un domaine convexe donne C du plan pour 
esperer obtenir une majoration de I'aire des triangles ideaux de {C,dc)- 

(1) D'apres le coroUaire 16.11 il ne pent y avoir de segment ouvert dans 
le bord dC, ce qui se traduit par le fait que C doit etre affinement 
strictement convexe, autrement dit que tout segment de droite ouvert 
entre deux points de dC est contenu dans C. 

(2) D'apres le corollaire 16.21 il ne pent y avoir de « coin » dans C, c'est-a- 
dire de point de dC en lequel C admet deux droites d'appui distinctes. 
Du point de vu analytique, ceci signifie que le bord dC doit etre lo- 
calement le graphe d'une fonction convexe partout derivable. Mais avec 
I'hypothese de convexite, cela implique que le bord de C est une courbe 
de classe (voir |Bou76j . 1.32, § 4). Ainsi, on pent se concentrer sur 
un domaine C affinement strictement convexe dont le bord est C^. 

(3) A la proposition 1101 nous avons cependant eu besoin d'avoir dC de 
classe pour montrer que I'aire des triangles ideaux de {C,dc) est 
finie, et d'ajouter I'hypothese que la courbure de dC n'est jamais nulle 
pour exhiber un majorant de cette aire. 

Ainsi, lorsque C est affinement strictement convexe avec un bord de classe 
sans etre C^, la finitude de I'aire des triangles ideaux de {C,dc) reste un 
probleme ouvert. Tout comme I'est la question de savoir s'il existe un ma- 
jorant de I'aire de ces triangles lorsque C est affinement strictement convexe 
avec un bord de classe dont la courbure s'annule en certains points. 

Annexe A Les domaines triangulaires 

Rappelons que I'on s'est donne un domaine triangulaire A = mpq C 
et un triangle ideal T = abc de (A, d/\). II existe done A, /U, ;/ G ]0, 1[ tels que 

a = (1 — X)m + Xp, b = {1 — fi)p + fiq et c = (1 — i')q + vm. 

On considere par ailleurs le domaine triangulaire Aq de C dont 
les sommets sont = (0,0,0), ei = (1,0,0) et 62 = (0,1,0) et le triangle 
ideal T(q) de (Ao,(iAo) ayant pour sommets a{a) = (a, 1 — a,0), 6(a) = 
(0, 1 -a,0) et c{a) = (a, 0,0). 

A.l Preuve du lemme El 

Introduisons d'abord /: ^ I'application affine injective qui envoie 
les points m, p et q sur ei, 62 et 63 = (0, 0, 1) respectivement. En notant 

a' = (1 - A)ei + Ae2, b' = {1 - fi)e2 + fies et c' = {I - u)e3 + uei, 
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le triangle T' = a'b'd est alors I'image de T par / et a ses sommets sur les 
cotes du triangle A' = /(A). 

Considerons ensuite les points 

a" = a(uei) + (1 — a)(t;e2), 
h" = {I - a){ve2) + a{we^), 
c" = {1 — a){we^) + a{uei) 



avec 



a 



{I - X){1 - - u) + Xfiu 
(1-A)(1-/.) 



e]o,i[, 



Xn 



-w ^ et V 



Xv 



{l-X){l-u) 



w / 0. 



Remarquons que, quitte a remplacer A par 1 — A, /U par 1 — ^ et v par l — u, 
on pent supposer a €]0, 1/2]. On verifie sans peine que a" est sur la droite 
(Oa'), h" sur la droite (06') et c" sur la droite (Oc'), de sorte qu'en designant 
^ — > P^(M) la projection canonique, on obtient 



par TT : M 
(1) 

ainsi que 
(2) 



7r(T') = 7r(T") 
^(A') = ^(A"), 



oil T" = a"b"c" et A" est le triangle de sommets uei, ve2 et u^es. 

Enfin, si L est 1' application lineaire surjective de ffi'^ sur qui envoie 
respectivement uei, ?;e2 et we^ sur ei, 62 et 0, alors -^^(A") = Aq et L{T") = 
T{a). 

Comme les applications f et L sont affines et qu'on a les egalites Q 
et ((2)), il en resulte que les geometries de Hilbert (A,dA) et (Ao,(iAo) sont 
isometriques avec correspondance entre les triangles ideaux T et T[a). 

62 



6(a) 



\ '2(a) 






T(qK 





c(a) ' 

Fig. 13 - Triangle ideal T(a) pour le domaine triangulaire Aq 



23 



A. 2 L'aire des triangles ideaux pour un domaine triangulaire 

L'aire du triangle ideal T{a) vaut 



12 Jo J{l~a){l-x/a) Xy{l -X-y) 

et se decompose comme suit : 



12 , r Z"^"" /I 1 \ drcdy 



vr 



a 



(3) = -2/ MLziMdx 

(4) +/ ,n((l^V+l'^ 



\ \ / J x{l — x) 
Le cacul de I'integrale © donne 



2;(l-x) Jo a; Jo 1 - x 



On pose u = x/d Integration par parties 



iln(l-n) , rln(l + f=f 
dn — / — ^ ^dx 







a — X 



On pose V = 

(5) = /■'Ml^d,.-/*Mi±^d.„. 

Jo u Jo V 

Par ailleurs, I'integrale (jlj s'ecrit 



aln(i^x + l .aln + 1 ^„ln i^x+1 



dx = dx + / : dx 



^(1 ~ ^) Jo ^ Jo 1 — X 



On pose u = Integration par parties 

ln(l + u) /-"Inl^l + f^ 



Jo u Jo 



a—x 
-a 



1 _L 1— 2a„ 

i + -z^x 



dx 



(6) = / • ll(l±ii)d„+^/-"i 

Jo U Jo L 



On pose V = 
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On utilise alors dans © et © la nouvelle variable t = qui parcourt 
[0, +oo[ lorsque a decrit ]0, 1/2]. En posant J^{t) = ^A{a), on obtient ainsi 



s /"^Infl-ti), fiTt ln(l + v) ^ 

(7 T(t) = -2 — ^ '-du + 2 — ^ '-dv 

Jo u Jo V 

/■* ln(l + n) , fiT-t ln(l + v) , 

+ / — ^ Uu + t — ^ '-dv. 

Jo u Jq l-tv 

Enfin, le changement de variable w = dans la dernier e integrale de 
((TJ conduit a 



Infl-w) , fiTt Infl + i-) 
Jo u Jo V 

/■Mn(l+n)^ fTTl ln(l-w;), , A + 
+ / — ^ -du+ / — ^ '-dw + \n[ ln(l + t 

' U I 1 w \ t ' 







La fonction T se derive sans trop de difficultes et, apres simplifications, 
on obtient finalement 

On en deduit done que est strictement croissante sur [0, +oo[ et par 
suite son minimum est atteint en t = seulement. Autrement dit, I'applica- 
tion A :]0, 1/2] — > M est strictement decroissante et atteint son minimum 
en le seul point a = 1/2. 



Annexe B Lemmes techniques du theoremeIH 

Lemme B.l. Etant donne des reels < g < g', soient Tg et Tg' les cercles 
euclidiens de passant par Forigine et de centres respectifs c = (0, g) et 
d = (0, g'). Pour chaque point m du segment [0, c] et pour chaque vecteur 
nan nul v £M?, on note p (resp. p') le point d'intersection de la demi-droite 
fermee m + R_f avec Tg (resp. T^/ ) et q (resp. q') le point d'intersection de 
la demi-droite fermee m + M^v avec Tg (resp. Tg' ). 
On a alors 

d{p,q)^{£^d(p',q'). 
En outre, lorsque m = (et done p = p' = 0), on a 
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Fig. 14 - Lemme IbH 



Demonstration du lemme \B~]\ 

Lorsque p = g, la droite m + Rt; est egale a M x {0}, ce qui entraine que 
p' = q' et par suite le lemme est trivialement verifie. 

Supposons done p et g distincts. Soient a et a' les milieux de (p, q) et 
{p',q') respectivement. Comme c (resp. c') est sur la mediatrice de {p,q) 
(resp. {p', q')), le vecteur a — c (resp. a' — c') est orthogonal a v. II en resulte 
que a — c et a' — c' sont colineaires, d'oii I'existence d'un reel A tel que 
a — c = \{a' — c'). 

Or m, c et c' etant alignes ainsi que m, a et a', on a aussi (Thales) 
m — c = A(m — c'). En ecrivant m = tc avec i S [0,1] et sachant que 
c' = {q' / g)c, il vient 

1 - t 

^ = TTT^ e 0,1 

- i 

et par consequent {q' / q)\ G [0, 1]. On en deduit que 
d{a,q)'^ = 0^ — d^ajc)"^ = — d[a' , c')'^ 

> -4<.',c')^)=(l)d(<.',,')^ 

ce qui demontre la premiere inegalite. 

En ce qui concerne la deuxieme inegalite, on a d(^q, T^/) = g' — d(^q, c') et 

q"^ - d{q, c'f = 2Qd{<d, q) cos - d(0, qf 
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dans le triangle Oqc' , ce qui entraine que 

d{q, Tg,) (d{q, c') + g') = 2^'d(0, q) cos 6 - d{0, qf . 



Par ailleurs, dans le triangle isocele Ogc, on a d(0, q) = 2g cos 0, d'oii il resulte 
que 

d{q,Tg,) [d{q,c!) + q') = {{g' / q) - l)d{Q,qf. 
En remarquant alors que d{q,c'^ ^ g' , on obtient la relation desiree. 



Lemme B.2. Solent r > fixe, le cercle euclldlen de passant par 
Vorlglne et de centre c = (0,r) et le disque ouvert correspondant. Pour 
tout h G [0,r], notons p = {—a,h) (resp. q = {a,h)) I'lntersection de la 
drolte d'equatlon y = h avec Tr n (M__ x R) (resp. Tr n (R+ x M)j et solt 
p' = {—a, h + r) (resp. q' = {a,h + r) ). 

Alors, si d{p,q) = 2a ^r, on a d{c,p') = d{c,q') ^ (3/4)r (les points p' 
et q' sont done en particulier dans D^). 




Fig. 15 - Lemme EI2 



Demonstration du lemme W 



(8) 



On a 
et 



d{c,q'f = + 



d(c,qf =a^ + {r-hf, 
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d'ou il resulte que d{c,q'^ = 2rh. Comme a ^ r/2, on deduit de que 
/i ^ (1 - \/3/2)r et par suite 

d{c,q'f s: (2- Vs^r^ ^ /2. 
Done d{c,q') ^ (\/2/2)r ^ (3/4) r. 

□ 

Demonstration du lemme[T^ 

II existe au moins un point d'intersection a' entre ]a,b[ et Tr{a) car sinon 
soit b est dans rr(a), ce qui contredit le fait que le cercle de rayon 2r roule a 
I'interieur de C, soit b est dans le demi-plan ferme borde par la tangente a dC 
en a qui ne contient pas le convexe strict C, ce qui est la encore impossible. 
L'unicite resulte du fait qu'un cercle coupe une droite en au plus deux points 
distincts et il y a deja a et a' dans I'intersection de Tr{a) avec la droite (ah). 
Puisque a' G D2r{a) C C, on a 

d{a',dC) ^ d{a',r2r{a)). 

Or, d'apres la deuxieme inegalite du lemme IbTTI avec g = r et g' = 2r, on a 

1 2 

d{a',r2r{a)) ^ —d[a,a') 

et d'apres la premiere inegalite de ce meme lemme avec g = r, g' = R, 
on a d{a,a') ^ {r/R)d{a,m), oii m est le point d'intersection autre que 
a entre Tji{a) et la droite (ah). Comme a G Dr{a) C C C DR{a), on a 
6 G [a',m] C [a, m], d'oii d{a,m) ^ d{a,b) et par suite 

d{a',dC) ^ 1 X (^)'rf(a,6)^ = ^d{a,bf. 

□ 

En ce qui concerne le lemme 1131 il va se deduire du lemme technique 
suivant : 

Lemme B.3. Etant donne un convexe strict C du plan, soient a et b 
deux points distincts de dC tels que d{a, b) ^ r. Alors : 

(i) Pour chaque ni £]a,b[, il existe ujm G dC\{a,b} tel que d{m,dC) = 

d{m,uJm) avec m — uJm -L dC. 
(a) L' intersection C{a,b), entre dC et Vun des deux demi plan fermes 

H~{a, b) et H~^{a, b) deM? hordes par la droite (ab), verifie d{m, C{a, b)) = 

d{m, dC) quel que soit m G ]a, b[. 

Demonstration du lemme lB~^ 
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(i) Pour m £]a,b[ fixe, la fonction / : dC — > M definie par f{uj) = 
dP'ijn^uj) etant continue sur le compact (9C, I'existence de tOm G dC 
tel que d{m,dC) = d{m,uim) en decoule. De plus, comme dC et / 
sont difFerentiables, Wm est un point critique de /, ce qui conduit a 
m — oJm -L dC. Enfin, si on avait ojm = a, on aurait alors {ah) _L dC 
en a et par suite h G Dr{a) puisque d{a,b) ^ r. Or Dr{a) C C, d'ou 
il resulterait que b £ C, ce qui est faux. Par consequent, on a uJm 7^ cl 
ainsi que uJm ^ pour la meme raison. 

(ii) A present, en notant C"(a, b) = H-{a, b)ndC et C+(a, 6) = i^+(a, &)n 
5C, supposons qu'il existe m~,m~^ £ [a, 6] tels que d{m~ ,C~{a,b)) > 
d{m~,dC) et d(m+, C7+(a, 6)) > d(m+,5C). 

Soient alors uj'',uj~^ G (?C \ {a, 5} tels que d{m~,dC) = d{m~,uj~) 
et d{m~^,dC) = d{m~^,uj~^) — d'oii necessairement uj~ G C'^{a,b) et 
uj'^ £ C~{a, b) — avec m~ — lo~ _L dC et — w"'" _L dC. 
On a done r ^ d{a,b) ^ d{m~,b) ^ d{m~ ,C~{a,b)) > d{m~,dC) = 
d{m~ ,uj~), d'oii d{m~,uj^) < r ainsi que d(m'^,u;~) < r de maniere 
analogue. De la, il resulte alors que le centre G (tj~m~) du cercle 
Tr{uj~) est dans H~{a,b) et que le centre c"*" G {uj'^m'^) du cercle 
rr(t(;~'') est dans H~^{a,b). 




Fig. 16 - LemmeESKi) 

En designant enfin par S~ (resp. 5"*") I'unique diametre (segment 
ferme) de Tr{co~) (resp. Triuj'^)) parallele a la droite (ab), I'enveloppe 
convexe de S~ U (parallelogramme plein) a une intersection [p, q] 
avec (ab) telle que d{p, q) ^ 2r. Or, la convexite de C implique que 
cette enveloppe convexe est incluse dans C, et par suite [p,q] C [a,b]. 
On a done d{a, b) ^ d{p, q) ^ 2r, ce qui impossible puisque d{a, b) ^ r 
par hypothese. 

□ 

Demonstration du lemme 
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• Pour chaque m £]a,b[, soit cOm G dC\{a,b} tel que d{m,C{a,b)) = 
d{m,ujrn) donne par le lemme lB.3l Ceci entraine que d{m,ujm) ^ r et 
par suite le cercle Tr{iOm) coupe la droite (ab) en deux points pm £ 
[a,m[ et qm S]m, 6] qui verifient d{pm,Qm) ^ {r / R)d{a,b) en vertu de 
la premiere inegalite du lemme lB.ll avec g = r, g' = R et v = b — a. 
Par ailleurs, d'apres le lemme I12| soient a' et b' les uniques points 
d'intersection de ]a,b[ avec les cercles Tr{a) et Tr{b) respectivement, 
pour lesquels on a d{a,a') ^ {r / R)d{a,b) et d{b',b) ^ {r / R)d{a,b), 
toujours d'apres le lemme Ib!T1 

Alors [a,a'[, ]b',b] et la famille Qpm, Qm\)medC\{a,b} ferment un recou- 
vrement ouvert de [a, b], dont on pent done extraire un sous-recouvrement 
fini X qui est minimal pour I'inclusion. En outre, d'apres ce qui precede, 
les elements de I sont des segments de longueurs superieures ou egales 
a {r/R)d{a,b). 

A present, montrons qu'aucun point de [a, b\ ne pent appartenir a plus 
de deux elements de X, c'est-a-dire que si un point xq S [a, b] verifie 
xo S / n J avec I,JgI, alors pour tout H £ X\{/, J}, on a xq ^ H. 
En effet, apres identification de [a, b] avec un segment de R et quitte 
a echanger les roles de I et J, on a inf(/) < inf(J) < sup(/) < sup(J) 
par minimalite de X. Aussi, supposons qu'il existe H G X\{/, J} tel 
que xq E H. 

Si on avait inf(J) ^ mf{H), alors on aurait sup(J) < sup{H) car 
H J (minimalite de X) et par suite J C I U H, ce qui est faux 
puisqueX est minimal. C'est done que inf(ff) < inf(J). Or ceci impose 
que sup(ff) < sup(J) car J H, d'oia il vient que \ni{H) < inf(/) 
(sinon H C I U J) et done que sup(/) < sup{H) (sinon H C I). Mais 
alors, c'est que I C H, ce qui, la encore, est impossible. 
Notons alors X = {/i, ...,/„}, ^2 = Ui^i<j^n^i'^^j M = [a,fe]\^2- 
Les ensembles Ai et A2 torment ainsi une partition mesurable de [a, b] 
et verifient Long(/i) + • • • + Long(/„) = Long(Ai) + 2Long(j42). 
Or, Long(^i) + 2Long(A2) = (Long(Ai) + Long(A2)) + Long(^2) ^ 
Long([a, 6])+Long([a, 6]) = 2d{a,b), d'oii il resulte que n(r/i?)(i(a, 6) ^ 
2d{a,b) puisqu'on a vu que Long(/fc) ^ {r / R)d{a,b) pour tout k = 
l,...,n. 

Conclusion : n ^ E{2R/r). 

• On pent maintenant terminer la preuve du lemme [T3l en remarquant 
que le rectangle ferme S{a, b) est la reunion des rectangles fermes 

de base le segment Ik et de hauteur r pour 1 ^ A; ^ 77,, chacun d'eux 
etant inclus dans un disque En effet, on a alors 

n 

{Sia,b))^^l,c{Sk) 

k=l 

avec 
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pour tout 1 ^ A; ^ n en vertu de la proposition El (iv) . 
Or, chaque rectangle Sk etant la reunion des adherences de deux tri- 
angles, on a lJ'Dr{u)^.)iSk) ^ 27r puisque tout triangle est contenu dans 
un triangle ideal et que tt est I'aire d'un triangle ideal dans le disque 
hyperbolique. Ceci acheve la preuve du lemme [T3l 

□ 
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